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Documents a fournir. Vous devez rendre par email adressé a julien.lavauzelle@univ-paris8.fr, vos ré-
ponses sous la forme d'une archive contenant éventuellement

1. un fichier au format .pdf contenant vos réponses aux questions de nature théorique;
2. si vous utilisez python, un fichier au format .ipynb ou .py, contenant vos réponses aux questions de
nature pratique (implémentation).

Remarques. Lors de vos implantations, vous allez manier de grands entiers. Certains langages comme python
les supportent nativement. Pour d’autres, comme C, il faut importer une bibliotheque externe (GMP pour C, par
exemple). Veuillez prévenir 'enseignant au préalable si vous faites ce choix.

Ressources. Comme aide a la programmation, on trouvera notamment sur la page du cours
https://www.lvzl.fr/teaching/2025-26/cp.html

des fichiers auxiliaires contenant des listes de premiers p de taille particuliere, ou des listes des nombres pre-
miers p tels que p + 1 est B-superfriable pour des bornes B particuliéres.

La méthode p + 1 de Williams pour la factorisation d’entiers

Dans ce sujet, on considere la méthode de factorisation d’entiers dite « p +1 » de Williams. Cette méthode
permet de trouver des facteurs p d’un grand entier N a factoriser, tels que p 41 a une forme particuliére, dite
superfriable, que 'on définira plus tard.

1) Partie théorique

On suppose dans cette partie de I'énoncé que p est un diviseur premier et impair de N, le nombre a factoriser.
On note Z/NZ I'anneau des entiers modulo N. Pour un certain D € Z, on définit

AP = {(x,y) € (Z/NZ)* | x** —=Dy* =1 mod N} C (Z/NZ)>.
Puis, on note AE la réduction de cet ensemble modulo p :

AE = {(x mod p,y mod p) | (x,y) € AP} C (Z/pZ)*.

Question 1.— Dans cette question uniquement, on fixe p =5, N = 15 et D = 2. Calculez les ensembles A
q q p D
et .APD, en précisant votre méthode.



https://www.lvzl.fr/teaching/2025-26/cp.html

Lorsque D est n’est pas un carré modulo p, on rappelle que FF,[X]/ (X? — D) est un corps que 1'on note ]Fp(\@),
ot1 /D représente la classe de X dans F,[X]/(X? — D). On note enfin § 'isomorphisme d’espace vectoriel :

¥: (Z/pZ)> — TFy(VD)
(xvy) +— x+yVD

Question 2.- Démontrez que llJ(AE ) est un sous-groupe multiplicatif de ]Fp(ﬁ), dont l'ordre est p + 1.

On note dorénavant U := 1/)(“4,’—;) ). Tout u € U s’écrit de maniére unique comme u = x + y+/D. On définit alors
x(u) =x€clF, ety(u)=yckF,.

Observons que les applications x(-) et y(-) dépendent a priori de D.

Question 3.— Soit u € U. Calculez u? puis exprimez x(u?) en fonction de x(u).

Question 4.— Soit u € Y. Démontrez que pour toutn > 1,on a:

x(u?) =2-x(u")> =1 mod p,

x(w?) =2 x(u") - x(u") — x(u) mod p.

Pour ce faire, vous pourrez vous aider du calcul intermédiaire de y(u?").

Nous verrons dans la partie suivante comment exploiter ces relations pour calculer la valeur de x(u") en temps
polynomial en log(n), a la maniere de ’exponentiation rapide.

Question 5.~ Soit u € Y. Démontrez que si M > 1 est un multiple de p + 1, alors p divise x(u™) — 1.

2) Partie implantation

De la partie précédente, on va pouvoir déduire un algorithme permettant de trouver un diviseur p de N, dans
le cas o1 I'entier p + 1 est superfriable. Voici une définition de cette notion.
Définition 0.1
Soit B > 2. On dit qu'un entier x > 2 est B-superfriable si tout entier de la forme q° qui divise x (avec q un nombre
premier et e > 1) est inférieur ou égal a B.

Exemple. L'entier 16 = 2% n’est pas 9-superfriable, mais l'entier 72 = 23 x 32 l'est.

Question 6.~ Implantez une fonction est_superfriable(x, B) qui prend en entrée deux entiers x et B, et
qui teste si 'entier x est B-superfriable.

Question 7.— Implanter une fonction calcule_borne(B) qui calcule le plus efficacement possible la valeur
M = ppcm(2,...,B). On pourra utiliser le fait que ppcm(2,..., B) est le produit de tous les entiers de la
forme pf" , ol p; est un nombre premier < B et ¢; le plus grand entier tel que pfi <B.

Pour vous aider, et si besoin, vous pourrez aussi trouver dans le fichier annexe liste_petits_premiers.txt
la liste de tous les nombres premiers plus petits que 10 000.




La méthode « p + 1 » de Williams repose sur le calcul d"une suite (x,),>1 définie par les relations de récurrence
vues dans la section précédente :

ourn > 1
Xop4+1 — 2xnxn+1 — X1 mod N p -

{ X0 =2x2—1 mod N
Ainsi, si z, désigne le couple (x,, x,1+1), on peut déduire (zp,,zp,+1) a partir de x; et z,. Cela signifie qu’on
peut adapter la méthode d’exponentiation binaire au calcul de x;,.

Exemple 0.2

Si M = 18, l'écriture de M en base de M est (10010),. Les troncations de cette écriture forment les entiers 1 = (1)y,
2 = (10)2, 4 = (100), 9 = (1001)3 et 18 = (10010),. Donc, on va successivement calculer x1, Xz, X4, X9 et X1g.

11 est facile de passer de x1 & x; et de xp @ x4, par I'équation x5, = 2x2 —1 mod N donnée plus haut. En revanche,
pour calculer x9, on a besoin a la fois de x4 et de xs. Dans l'algorithme de calcul de la suite (x,), il faudra donc
maintenir la connaissance de z, = (X, Xy11).

Pour x1 = 2, on doit obtenir les valeurs suivantes

n Xn Xn+1
1 2 7
2 7 26
4 97 362
9 70226 262087
18 | 9863382151 -
Question 8.— Implanter une fonction calcule_x(x1, M, N) qui prend en entrée un élément x; €

{1,...,N — 1} et qui calcule la valeur de x); mod N par une méthode analogue a 'exponentiation bi-
naire.

On s’intéresse maintenant a I’Algorithme 1, dit méthode de factorisation « p + 1 » de Williams.

Algorithme 1 : Méthode p + 1 de Williams

Entrée : un entier B > 3 et un entier composé impair N > 15 possédant un facteur premier impair p tel
que p + 1 est B-superfriable
Sortie : un diviseur d de N

1 Initialiser d <— N.
2 Tant que d = N faire
3 | Calculer M < ppcm{2,...,B}.
Tirer aléatoirement x; dans {1,..., N — 1}.
Calculer d < pged(xq, N).
Sid#1
| Retourner d

8 | Calculer xp; < calcule_x(x1, M, N).
9 | Calculer d < pged(xp —1,N).

10 Retourner d.

NS U e

Question 9.— Implanter un algorithme qui calcule de pgcd de deux entiers. Cet algorithme devra supporter
des entrées de taille importante (plusieurs centaines de chiffres).

Question 10.— Implanter 1’Algorithme 1. Tester votre implantation avec certaines valeurs données en an-
nexe.




3) Partie analyse

Dans cette derniére partie, on analyse la validité et la complexité de la méthode p + 1 de Williams.

Question 11.- En utilisant la partie théorique, expliquez pourquoi 1’Algorithme 1 calcule bien un diviseur
p de N tel que p + 1 est B-superfriable.

Question 12.- Donnez une estimation de la complexité de la méthode p + 1 de Williams en fonction de B
et N.

Question 13.— [BONUS] Calculez expérimentalement la complexité de la méthode p + 1 de Williams.
Commentez les résultats obtenus (méme s’ils ne sont pas convaincants).
Pour cela, on tracera des graphes du temps de calcul (ou du nombre d’opérations comptées) en fonction de
N et/ou de la borne de friabilité B choisie. On pourra également s’aider des entiers donnés dans les fichiers
auxiliaires, ou implémenter son propre générateur d’entiers composés (de taille et forme particuliére).
Rappelons enfin que :
— pour vérifier qu'une fonction f(x) se comporte comme un polyndme en x, c’est-a-dire fx* + o(x*), on
trace log(f(x)) en fonction de log(x),
— pour vérifier qu'une fonction g(x) se comporte comme une exponentielle en x, c’est-a-dire (6 +
0(1))7*, on trace log(f(x)) en fonction de x




Annexe

Pour vous aider a tester vos programmes, voici ci-dessous quelques valeurs de N, p et g qui doivent mener a

une factorisation quasi-immédiate de N.

N=ypg facteurs p, g tels que p + 1 est B-superfriable B

8435923 2243 3761 20

433214017981 526679 822539 20
668877085585453 20540519 32563787 20
29601945037090540097 4302501839 6880170223 60
2202930212280802191504287 1099511799979 2003553042653 150
1434606164092147949243688378019 1125899906956109 1274186235586991 400
1683739455114796292361991965526920283 | 1152921504620379229 1460411180090875927 | 1000

TaBLE 1 — Exemples de factorisations « faciles » effectuées par l’algorithme p + 1 de Williams.

Quelques exemples de taille plus conséquente, mais que l'algorithme p 4 1 régle toujours tres rapidement (< 1
seconde si l'implantation est bonne) :

o N = 10562256276314677189367086699051860083179133005474255536770513713410152272327

p = 80694878738093144866358575156611462449
q = 130891283827267424255900534904103164023

ot p + 1 est 100-superfriable.

o N = 621687370060422319285108142221783491011563097379655047521774100109628894437245677307 ...
...1620371052173987484873831536644405048300092224107655924030309697231229

p = 67370446184902616587480990283695167230411304043318606176733774562163367914599
q = 92278945036843081009237393938740885814972681387747472129904570310056540085371

ot p + 1 est 200-superfriable.

o N = 75335665860992821169105470726766540912231610419365378084109059906708119860068536707...
...2367394438775172575722029791004731459919851434614207753745948635389937668852603452204570...
...4605194970151123096545507870886682079561731531472168037676084513

p = 258597513469989047213151545411354457720695920270815404669151419221326461562518...
...1228698626037692231780573676705185306879
q = 291324014875865124763545709166895684741941683761465082968717329939147966877245...
...6048414348896027206417613075794620602847

ol p + 1 est 300-superfriable.



