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Ce TP est le premier d'une série de TPs qui ont pour but d’implanter diverses fonctions permettant de
factoriser compléetement un entier.

Pour ce TP, vous aurez besoin du squelette du fichier factorisation.py, disponible sur la page web du
cours

https://www.lvzl.fr/teaching/2025-26/aa.html

— Le fichier factorisation.py contient quelques fonctions utiles a ce TP (test de primalité de Miller-
Rabin, calcul de racine carrée entiere, etc.).

Vous aurez également besoin de reprendre le fichier timer.py utilisé lors des premiers TPs.

L'objectif de ce TP est d’implanter et mesurer la complexité de certaines méthodes de factorisation élé-
mentaires :

1. la méthode par divisions successives;
2. T'algorithme de Fermat;
3. la méthode p (rho) de Pollard.

Représentation d’une factorisation. Si N est un entier > 2 dont une factorisation est

alors on peut représenter cette factorisation en python sous la forme d’un dictionnaire dont les clés sont
les nombres premiers p;, et les valeurs associées sont les multiplicités e;.

Par exemple, une factorisation de I’entier N est donnée par le dictionnaire {2: 2, 3: 1}.

Remarque. Contraitement aux précédents TPs, dans ce TP, on ne créera pas de classe pour représenter
ou manipuler nos entiers.

Divisions successives

Commengons par implanter et analyser la méthode la plus naive pour la factorisation d’entiers : celle qui
consister a tester successivement la divisiblité de N des entiers de valeur croissante.


https://www.lvzl.fr/teaching/2025-26/aa.html

Question 1.— Fcrire une fonction divisions_successives (N) qui prend en entrée un entier N, et qui
retourne le dictionnaire correspondant a la factorisation de N, calculé par la méthode des divisions
successives.
On pourra également implanter des "raffinements" en interrompant la recherche de diviseurs :

— lorsque ceux-ci dépassent v/N ;

— lorsque ceux-ci dépassent la racine carréee de I’entier qui reste a factoriser;

— en testant si 'entier qui reste a factoriser est un nombre premier (grace a un test de primalité

comme Miller-Rabin, déja implanté dans le fichier factorisation.py).

Pour tester la validité d'une factorisation de N, il faut vérifier que pour le dictionnaire obtenu :

— les clés du dictionnaire sont bien des nombres premiers;
— les valeurs du dictionnaires sont bien entiers strictement positifs ;
— le produit des clés mises a la puissance de leur valeur donne bien la valeur de N.

La fonction check_facto du fichier factorisation.py implémente ces tests.

Question 2.— Vérifier I'implantation réalisée sur des entiers aléatoires de taille raisonnable (par
exemple entre 10 et 20 bits), en s’aidant éventuellement de la fonction check_facto proposée dans le
fichier factorisation.py).

Question 3.— Dans le fichier de timing, mesurer le temps moyen d’exécution de votre implantation,
pour des entiers de taille ¢ allant de 8 a 20 bits, et en réalisant une centaine de factorisation pour
chaque taille ¢.

Afficher le temps de calcul en fonction de ¢, et vérifier que la relation est exponentielle. Pour cela, on
vérifiera que le logarithme du temps est linéaire et la taille des entiers.

Algorithme de Fermat

Rappelons que l'algorithme de Fermat est une méthode de factorisation d’entiers particulierement efficace
pour des entiers N admettant des diviseurs proches de v/ N.

L’algorithme 1 décrit les instructions qui permettent d’obtenir un diviseur de N par une recherche itérative

partant de v/ N. Il nécessite 1'utilisation d"un test de primalité (on pourra utiliser la fonction miller_rabin
implantée dans le fichier factorisation.py) et d"une fonctio extrayant des racines carrées entieéres. Enfin,

pour obtenir une factorisation complete deN, 'algorithme doit étre appelé de maniere récursive (ou

itérative) — voir Algorithme 2.

Algorithme 1: Fonction facteur_fermat (D).

Entrée : un entier D impair
Sortie : une diviseur de D (1 ou D en dernier recours)
1 Calculer t = [\/NW, puis ¢ = t> — N.
2 Tant que c n’est pas un carré entier faire
3 Mettre a jour c < c+2t 41
4 L Incrémenter ¢

5 Calculer r la racine carrée positive (entiere) de ¢
6 Retourner t +r.




Question 4.— Ecrire une fonction fermat(N) qui prend en entrée un entier N, et qui retourne le
dictionnaire correspondant a la factorisation de N, calculé grace a la méthode de Fermat.

Pour cela, il est conseillé d’écrire des fonctions auxiliaires :
— une fonction facteur_fermat (D) qui prend en entrée un entier D impair, et qui retourne un
diviseur propre de D grace a la méthode de Fermat;
— une fonction fermat_aux(D, fact) qui suit I’Algorithme 2 donné ci-dessous.
La fonction fermat (N) ne consistera alors qu’a initialiser un dictionnaire fact, lancer fermat_aux(N,
fact) et retourner le dictionnaire fact.

Algorithme 2 : Fonction auxiliaire fermat_aux (D, fact).

Entrée : un entier D, un dictionnaire de factorisation fact

Sortie :

Diviser D autant que possible par 2, et ajouter le nombre de divisions effectuées a fact[2].

(Optionnel) Effectuer un test de primalité sur la nouvelle valeur de D. Si D est premier, ajouter 1
a fact [D], puis terminer sans valeur de retour. Sinon, continuer ci-dessous.

Appeler facteur_fermat (D) pour obtenir un diviseur F de D.

Si F vaut 1 ou D
L Incrémenter fact [F] d’une unité, puis terminer sans valeur de retour.
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Sinon
Appeler récursivement fermat_aux(F, fact).
Appeler récursivement fermat_aux(D/F, fact).
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9 Terminer sans valeur de retour.

Question 5.— Vérifier I'implantation réalisée sur des entiers aléatoire de taille raisonnable (par
exemple entre 10 et 20 bits), en s’aidant éventuellement de la fonction check_facto proposée dans le
fichier factorisation.py).

Algorithme p de Pollard

La méthode p de Pollard permet de factoriser en entier en cherchant la période d'une suite récurrence de
la forme x, = f(x,-1) mod N, oit u est tiré aléatoirement. En pratique, on peut généralement utiliser la
fonction f : z > 22 + 1.

L’Algorithme 3 décrit les instructions qui permettent d’obtenir un facteur de N, sous I'hypothése qu’il
soit composé, et non-carré. Observons que la recherche de période se fait avec 1’accélération due a Floyd
(calcul simultané de x,, et x;).

Question 6.— Implanter dans une fonction facteur_pollard_rho(N) 1’Algorithme 3 qui permet
d’obtenir un diviseur de I'entier N passé en argument, grace a la méthode p de Pollard.

Question 7.— A l'image de Iimplantation de la méthode de Fermat, implanter une méthode de
factorisation complete d'un entier N qui utilise la méthode p de Pollard. Il faudra prendre garde a
appeler la fonction facteur_pollard_rho sur des entrées qui sont des entiers composés et non-carrés.

Question 8.— Vérifier I'implantation réalisée sur des entiers aléatoires de taille raisonnable (par
exemple entre 10 et 20 bits), en s’aidant éventuellement de la fonction check_facto proposée dans le
fichier factorisation.py).




Algorithme 3 : Méthode p de Pollard

Entrée : un entier N composé et qui n’est pas un carré
Donnée externe : une fonction f : Z/NZ — Z/NZ, typiquement f(z) =z>+1 mod N
Sortie : un diviseur D de N
Tirer x uniformément dans {0,...,N — 1}
Initialiser y < x
Initialiser d < 1
Tant que d = 1 faire
Calculer x < f(x) mod N
Calculer y + f(f(y)) mod N
Calculer D = pged(x —y, N)
SiD=N
9 L Revenir a I'étape 1.
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10 Retourner D.

Question 9.— Dans le fichier de timing, mesurer le temps moyen d’exécution de votre implantation,
pour des entiers de taille ¢ allant de 8 a 40 bits, et en réalisant une centaine de factorisation pour
chaque taille ¢.

Afficher le temps de calcul en fonction de ¢, et vérifier que la relation est exponentielle. Pour cela, on
vérifiera que le logarithme du temps est linéaire et la taille des entiers.




