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L’objectif de ce TP est d’implanter diverses fonctions permettant d’abouti à une factorisation complète
d’un polynôme à coefficients dans un corps fini (premier, pour simplifier). À l’aide des TP précédents,
nous implanterons en particulier l’algorithme de Berlekamp, et nous étudierons sa complexité moyenne.

Pour ce TP, vous aurez besoin du squelette du fichier polynomial.py, disponible sur la page web du cours

https://www.lvzl.fr/teaching/2025-26/aa.html

— Comme pour le TP2, le fichier polynomial.py contient une classe Polynomial, avec de nouvelles
méthodes à compléter.

Vous aurez également besoin de reprendre les fichiers matrix.py, timer.py utilisés lors des TP1–3.

Avant de se pencher sur l’implantation de fonctions, rappelons la marche à suivre pour factoriser un
polynôme F(x) = ∏k

i=1 Fi(x)ei à coefficients dans un corps finis :

1. identifier son coefficient dominant α ∈ Fq ;
2. calculer sa partie sans carré, c’est-à-dire le polynôme F̃(x) = ∏k

i=1 Fi(x) (ou liste disjointe de ses
facteurs) ;

3. à partir de la partie sans carré de F(X), obtenir la liste des polynômes irréductibles Fi(x) ;
4. à partir des Fi(x), obtenir les multiplicités ei, par exemple par une méthode "naïve" : trouver le plus

grand exposant ℓi tel que Fi(x)ℓi divise F(x).

Fonctions auxiliaires

Les premières questions de ce TP ont pour objectif d’implanter quelques méthodes auxiliaires qui seront
utiles par la suite.

Question 1.– Compléter la méthode derivative(self) qui retourne le polynôme dérivé du po-
lynôme passé en paramètre. Tester la méthode, notamment sur un petit corps fini pour observer
l’annulation de certains monômes.

Question 2.– Compléter la méthode gcd(self, Q) qui retourne le PGCD de self et Q, c’est-à-dire
le plus grand polynôme unitaire qui est un diviseur commun à self et Q. On utilisera l’algorithme
d’Euclide pour cela.
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Question 3.– Compléter la méthode pow(self, d, Q) qui retourne le résultat de l’exponentiation
rapide (self)d mod Q. On prendra garde à bien effectuer les réductions modulo Q à chaque tour de
boucle, pour éviter de manipuler des polynômes de degré trop important.

Calcul de partie sans carré

Comme annoncé plus haut, dans le TP nous nous concentrons sur le cas de polynômes à coefficients dans
Fp, où p est un nombre premier. Nous avons vu en cours que, pour l’extraction de la partie sans carré
d’un polynôme F(x) ∈ Fp[x], nous pouvons avoir besoin d’extraire une racine p-ème d’un polynôme. La
méthode pour effectuer cette opération est rapidement rappelée dans l’Algorithme 1.

Algorithme 1 : Calcul de la racine p-ème d’un polynôme de Fp[x]

Entrée : Un polynôme A(x) ∈ Fp[x] tel qu’il existe B(x) ∈ Fp[x] vérifiant A(x) = B(x)p

Sortie : Le polynôme B(x)
1 Récupérer la liste (a0, a1, . . . , an) des coefficients de A(x) = ∑n

i=0 aixi

2 % si A(x) est bien une puissance p-ème, on a n = kp.
3 Retourner le polynôme B(x) = ∑k

i=0 aipxi.

Question 4.– Compléter la méthode pth_root(self) qui retourne la racine p-ème de self, un
polynôme à coefficients dans Fp.

Pour l’extraction de la partie sans carré, l’algorithme est récursif, et retourne une liste de polynômes dont
le produit forme la partie sans carré du polynôme en entrée. Les détails sont donnés dans l’Algorithme 2.

Algorithme 2 : Calcul de la partie sans carré de A(x) ∈ Fp[x]

Entrée : Un polynôme A(x) ∈ Fp[x] de la forme A(x) = ∏k
i=1 Ai(x)ei , où les Ai sont deux à deux

distincts et irréductibles.
Sortie : Une liste de polynômes (B1(x), . . . , Br(x)) tels que ∏r

j=1 Bj(x) = ∏k
i=1 Ai(x).

1 Calculer le polynôme dérivé A′(x), puis le polynôme D(x) = pgcd(A(x), A′(x)).
2 Si D(x) = 1
3 Retourner la liste formée d’un unique élément : ( A(x) )

4 Sinon
5 Calculer U(x) = A(x)/D(x)
6 Calculer rapidement V(x) = U(x)degA(x) mod A(x)
7 Calculer W(x) = pgcd(U(x), A(x))
8 Si W(x) = 1
9 Retourner la liste formée d’un unique élément : (U(x) )

10 Sinon
11 Calculer R(x), la racine p-ème de W(x).
12 Obtenir (par un appel récursif) la liste L correspondant à la partie sans carré de R(x).
13 Si U(x) ̸= 1
14 Ajouter U(x) à L

15 Retourner L

Question 5.– Compléter la méthode square_free_part(self) qui retourne une liste de polynômes
dont le produit forme la partie sans carré de self.
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Factorisation complète

Pour compléter la factorisation de A(x) = ∏k
i=1 Ai(x)ei ∈ Fp[x], il nous reste maintenant à :

1. Factoriser en polynômes irréductibles chacun des membres de la liste obtenue grâce à l’Algo-
rithme 2.

2. Retrouver les exposants ei.

Pour le premier point, on s’appuie sur l’algorithme de Berlekamp, qui, sur un corps premier Fp, peut être
affiné en 2 variantes 1.

(a) une variante spécifique au cas où le corps Fp est "petit", c’est-à-dire énumérable en un temps rai-
sonnable (disons, p est polynomial en le degré de A(x), avec un petit exposant) ;

(b) une variante générale qui est utile dans le cas où le corps Fp est "grand".

Dans ces deux variantes, l’algorithme de Berlekamp nécessite le calcul du noyau d’une matrice M ∈ Fn×n
p ,

qui est obtenue à partir du polynôme A(x) de degré n donné en entrée de l’algorithme. La matrice M est
construite de ma manière suivante : pour tout j = 0, . . . , n − 1, la colonne Mj de la matrice M contient
la liste des coefficients du polynôme (Xpj − X j) mod A(x). Autrement dit, si Mj(x) = ∑n−1

i=0 mi,jXi :=
(Xpj − X j) mod A(x), alors les (mi,j)0≤i,j≤n−1 sont simplement les coefficients de la matrice M.

Question 6.– Compléter la méthode berlekamp_matrix(self) qui retourne la matrice M associée
au polynôme self.

Nous avons maintenant toutes les cartes en main pour implanter les deux variantes de l’algorithme de
Berlekamp. Ces deux variantes sont présentées dans les Algorithmes 3 et 4.

Algorithme 3 : Algorithme de Berlekamp dans le cas d’un "petit" corps fini

Entrée : Un polynôme B(x) = ∏k
i=1 Bi(x) ∈ Fp[x] sans carré, de degré n.

Sortie : La liste de polynômes irréductibles (B1(x), . . . , Bk(x)).
1 Si n := deg(B(x)) = 1
2 Retourner la liste ( B(x) ).

3 Sinon
4 Calculer M ∈ Fn×n

p , la matrice de Berlekamp associée à B(x).
5 Calculer K, une base du noyau à droite de M.
6 Si K est de cardinal 1
7 Retourner la liste ( B(x) ).

8 À l’aide de K, sélectionner v = (v0, . . . , vn−1), un vecteur aléatoire non-nul de ker(M) tel
qu’au moins l’un des vi, i > 0 est non-nul.

9 Calculer V(x) = ∑n−1
i=0 vixi.

10 Initialiser une liste vide L.
11 Pour tout z ∈ Fp faire
12 Calculer Dz(x) = pgcd(V(x)− z, B(x)).
13 Si Dz(x) ̸= 1
14 Par un appel récursif sur Dz(x), obtenir la liste Lz des diviseurs irréductibles de Dz(x).
15 Ajouter tous les éléments de Lz à L.

16 Retourner la liste L.

1. sur les corps finis, il faut ajouter une troisième variante spécifique pour le cas des corps binaires F2ℓ .
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Question 7.– Compléter la méthode factorisation_berlekamp_small(self) qui retourne la liste
des polynômes irréductibles qui divisent le polynôme sans carré self passé en entrée. Cette méthode
s’appuiera sur le fait que le corps de base Fp est raisonnablement petit (voir Algorithme 3).
Pour vous aider à tester votre implantation, le fichier polynomes_irreductibles_petit_corps.txt
contient une liste de polynômes irréductibles sous le format suivant :

— chaque ligne définit un polynôme irréductible ;
— une ligne commence par p | d | , où p est le cardinal du corps de définition des coefficients du

polynôme, et d est le degré du polynôme ;
— après le second séparateur | , vous trouverez la liste des coefficients du polynôme, par ordre

croissant de degré.

Algorithme 4 : Algorithme de Berlekamp dans le cas d’un "grand" corps fini

Entrée : Un polynôme B(x) = ∏k
i=1 Bi(x) ∈ Fp[x] sans carré.

Sortie : La liste de polynômes irréductibles (B1(x), . . . , Bk(x)).
1 Si n := deg(B(x)) = 1
2 Retourner la liste ( B(x) )

3 Sinon
4 Calculer M ∈ Fn×n

p , la matrice de Berlekamp associée à B(x).
5 Calculer K, une base du noyau à droite de M.
6 À l’aide de K, sélectionner v = (v0, . . . , vn−1), un vecteur aléatoire non-nul de ker(M) tel

qu’au moins l’un des vi, i > 0 est non-nul.
7 Calculer V(x) = ∑n−1

i=0 vixi.
8 Calculer efficacement C0(x) = pgcd(V(x), B(x))
9 Calculer efficacement C1(x) = pgcd(V(x)(p−1)/2 − 1, B(x))

10 Calculer efficacement C2(x) = pgcd(V(x)(p−1)/2 + 1, B(x))
11 Si l’un des Ci(x) vaut B(x)
12 Revenir à l’étape 6.

13 Initialiser une liste vide L.
14 Pour tout Ci(x) ̸= 1 faire
15 Par un appel récursif sur Ci(x), obtenir la liste Li des diviseurs irréductibles de Ci(x).
16 Ajouter tous les éléments de Li à L.

17 Retourner la liste L.

Question 8.– Compléter la méthode factorisation_berlekamp_large(self) qui retourne la liste
des polynômes irréductibles qui divisent le polynôme sans carré self passé en entrée. Cette mé-
thode permettra d’effectuer la factorisation même dans le cas où le corps de base Fp est grand (voir
Algorithme 4).
Pour vous aider à tester votre implantation, le fichier polynomes_irreductibles_grand_corps.txt
contient une liste de polynômes irréductibles sous un format identique à celui de
polynomes_irreductibles_petit_corps.txt.

Pour terminer, il nous reste à assembler les différentes "briques" de notre algorithme de factorisation.
Étant donné un polynôme F(x) = ∏k

i=1 Fi(x)ei ∈ Fp[x], nous souhaitons retourner une liste composée :

— du coefficient dominant du polynôme,
— des paires (Fi(x), ei) où Fi(x) est irréductible.
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Question 9.– Compléter la méthode factorisation(self, method="small") qui retourne la struc-
ture de donnée souhaitée pour la factorisation du polynôme self en entrée. Le scond argument
permettra de choisir la variante de l’algorithme de Berlekamp à utiliser.
Tester l’implantation, à l’aide des fichiers de polynômes irréductibles fournis, ou simplement avec
des polynômes tirés aléatoirement.

Étude de complexité

Maintenant que nos méthodes de factorisation sous implantées (et testées), nous pouvons estimer leur
complexité algorithmique.

Question 10.– Pour un corps fini premier Fp fixé, étudiez la complexité moyenne de la factorisation
de A(x) ∈ Fp[x] en fonction de n = deg(A(x)).

Question 11.– Pour un degré n = deg(A(x)) fixé, étudiez la complexité moyenne de la factorisation
de A(x) ∈ Fp[x] en fonction de la taille log(p) du nombre premier p. On distinguera les deux
variantes de l’algorithme de Berlekamp.
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