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L’objectif de ce TP est d'implanter votre premiére classe python, qui vous permettra de manipuler et
d’effectuer des opérations sur des matrices denses. Par simplicité, nos matrices seront a coefficients dans
le corps fini premier IF, = Z/pZ, ou p est donc un nombre premier quelconque.

Remarque. Vous pouvez également voir ce TP comme un outil introductif rapide a la notion informatique
de classe (pour celles et ceux qui ne l'ont pas déja vue), et a 'analyse expérimentale de complexité. Nous
reviendrons sur ces notions tout au cours de I’année.

Pour ce TP, vous aurez besoin des fichiers matrix.py et timer.py, disponibles sur la page web du cours

https://www.lvzl.fr/teaching/2024-25/aa.html

— Le fichier matrix.py contient le squelette et quelques méthodes d"une classe Matrix, qui représen-
tera des matrices.

— Le fichier timer.py contient quelques lignes de scripts et quelques fonctions, qui vous aideront a
estimer la complexité de calcul de vos algorithmes.

Utilisation de python en ligne de commande

Les deux premieéres questions permettent, si besoin, de s’initier a 'écriture de scripts python (dans un
éditeur de texte) et a leur execution dans le terminal.

Question 1.— Créez un répertoire de travail pour ce TP. Déposez-y les fichiers mentionnés ci-dessus.
Puis, ouvrez un terminal, déplacez-vous dans ce répertoire, et entrez la commande

I python3 -m timer

Cette commande demande a l'interpréteur python d’exécuter les lignes du fichier timer.py. Si une
erreur se produit, (demandez a votre voisin-e, puis) appelez 'enseignant.

Question 2.— Toujours dans le répertoire du TP, créez une fichier test.py. Puis, ouvrez ce fichier
grace a un éditeur de texte (ou votre IDE favori) et entrez une commande d’affichage simple, par
exemple print (1+1). Sauvegardez votre fichier. Enfin, dans le terminal, entrez la commande :

python3 -m test

Vous devriez voir s’afficher le résultat de votre instruction.

Vous savez maintenant exécuter des scripts python.

Dans ce TP, nous allons essayer d’implanter une classe qui permettra d’effectuer des opérations ma-
tricielles, d’abord "élémentaires" (addition, multiplication, accés aux lignes et aux colonnes), puis plus
avancées comme 1’élimination gaussienne, le calcul du noyau ou d’une solution a une équation affine.


https://www.lvzl.fr/teaching/2024-25/aa.html
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Quelques notions sur les classes en objets en programmation

En informatique, une classe permet de regrouper des fonctions et des propriétés communes a un en-
semble d’objets. Un objet peut étre vu comme un ensemble de données (appelées attributs) sur lesquelles
on peut appliquer des fonctions particuliéres, appelées méthodes. Une classe représente donc une caté-
gorie d’objets. Vous avez déja manipulé des classes, des objets et des méthodes implémentées en python,
notamment lors de 1'utilisation du logiciel de calcul formel Sagemath.

Pour définir une classe en python, on doit définir :

— son nom
— la maniere de construire ses instances, c’est-a-dire les objets associés a la classe
— ses attributs et ses méthodes

Supposons que 1'on souhaite construire une classe Point qui représente la catégorie des points dans de
plan. Un tel point peut-étre représenté par son abscisse x et son ordonnée y : ce seront des attributs de la
classe. Puis, on peut vouloir accéder a ces valeurs, les modifier ou les tester; pour cela, on implémentera
des méthodes (par exemple, x pour accéder a 1’abscisse, ou is_origin pour savoir si le point est ’orgine
du repere).

Les lignes suivantes permettent de définir une classe en python.
class Point ():
def __init__(self, x, y):

self. _x = x
self. y =y

def x(self):
return self._x

def y(self):
return self._y

def is_origin(self):
return (self. _x

= 0) and (self._y == 0)

Détaillons chaque ligne.

— La ligne 1 permet déclarer simplement une nouvelle classe, appelée Point. A partir de la ligne
suivante, toutes les instructions sont indentées.
— Les lignes 3 a 5 définissent le constructeur de la classe, c’est-a-dire la méthode qui permettra de
construire des objets de type Point. On remarque que :
e Le constructeur doit étre nommé __init__.
e Il prend toujours comme premier parameétre un objet nommé self, qui est en réalité un repré-
sentation de l'instance a construire.
e Les parametres suivants sont des données que I'on souhaite attacher a I'objet, ici les coordon-
nées x et y du point.
e Deux attributs _x et _y sont déclarés et initialisés. Ils sont attachés a 1’objet self par un point.
Enfin, I'utilisation du tiret "_" est une convention de nommage des attributs.
— Les lignes 7 a 14 définissent trois méthodes, chacune prenant comme unique parametre 1'instance
self de l'objet. Les deux premieres retournent chacune des coordonnées du point. La derniére
effectue un test simple de nullité.

Si I’on souhaite maintenant créer le point P = (1, —2), et afficher son ordonnée, on effectuera :

P = Point (1, -2)
print(P.y ()



Premiéres méthodes de la classe Matrix

Question 3.~ Ouvrir le fichier matrix.py et reconnaitre la déclaration de la classe et celle de son
constructeur. Puis, lister les différents attributs et en comprendre le sens. Pour l’instant, ne pas cher-
cher a comprendre / modifier les lignes qui suivent le constructeur.

Question 4.— Dans le fichier test.py, importez la classe Matrix en écrivant I'instruction
. from matrix import Matrix

tout en haut de votre fichier. Puis, créez la matrice

()

définie sur [F5, et enfin affichez-la avec la commande usuelle print.

La méthode __getitem__(self, indices) est une méthode tres particuliere : elle permet d’utiliser les
crochets [ ] sur l'objet créé, afin de simuler I'accés a un élément particulier. Dans le cas de la matrice A
définie a la question précédente, nous souhaiterions par exemple accéder au coefficient 2 avec 1'instruction
Af0,1].

Question 5.— Lire et comprendre la fonction __getitem__(self, indices) implémentée dans le
fichier matrix.py. Puis, essayer d’implanter la fonction __setitem__(self, indices, value), qui
permet de positionner le coefficient value sur l'entrée de la matrice self représentée par la position
indices.

Les méthodes __add__, __neg__et __sub__ permettent respectivement de représenter les opérations d’ad-
dition (par l'opérateur +), de mise a I'opposé (par 1’'opérateur unaire -), et de soustraction (par I'opérateur
binaire -).

Par exemple, __add__ prend deux parametres : I'instance de classe self, et une autre instance other de
la méme classe. La fonction doit alors retourner la matrice qui est la somme matricielle de self et other.

Question 6.— Implémentez les trois méthodes __add__, __neg__ et __sub__. Puis, testez-les dans
votre fichier test.py, sur des exemples simples pour lesquels vous savez vérifier le calcul "a la main".

Observation expérimentale de la complexité de calcul

Avant d’aller plus loin dans I'implémentation de la classe Matrix, nous allons essayer de comprendre
quelle est la complexité algorithmique des opérations que nous venons d’écrire. Pour cela, nous allons
utiliser le fichier timer.py que vous avez téléchargé.

Question 7.- Dé-commentez les lignes commentées avec un seul #, situées au niveau de 1’étape 1.
1. Que font ces lignes de code?
2. Exécutez le fichier timer.py. Quel temps de calcul a été nécessaire ?
3. Changez le nombre de tours de boucle, et réexécutez le script. Est-il facile d’estimer la com-
plexité de ce calcul en fonction du nombre de tours de boucle ?

Pour obtenir une estimation rapide de la complexité d"un algorithme, une idée est de tracer 1’évolution
du temps de calcul en fonction de la taille de I’entrée.



La fonction écrite au niveau de 1'étape 2 permet d’estiler le temps de calcul de I'addition de matrices de
taille size. Pour cela, on effectue la moyenne du temps d’exécution de trials=100 additions de matrices
tirées aléatoirement.

Question 8.— Recommentez les lignes de code de I'étape 1 (qui ne nous serviront plus). Puis, dé-
commentez les lignes des étapes 2 et 3. Exécutez enfin votre script. Vous devriez obtenir un graphique
qui ressemble a la figure suivante :

0.0006 a
0.0005 o
0.0004 - °

0.0003 o

0.0002 o®

0.0001 1 o0®

0.0000| eeesee®®

1. A l'aide des lignes de code, commentez ce graphique.
2. Pouvez-vous estimer si la complexité est linéaire en la taille de 'entrée ? quadratique cubique?
exponentielle ?

Pour reconnaitre graphiquement la complexité d’un algorithme, il faut se ramener a la reconnaissance
d’une droite affine, et non d’une courbe.

Supposons que la complexité cherchée soit de forme polynomiale : f(n) ~ cn®. Alors, en passant au
logarithme, on obtient :

log f(n) ~alog(n) +c

c’est-a-dire une relation affine entre le logarithme de la complexité et le logarithme de la taille de I’en-
trée. En affichant graphiquement log f (1) en fonction de logn, on doit donc pourvoir reconnaitre une
droite affine, en déduire son coefficient directeur par un calcul simple, ce qui nous donnera 1’exposant de
complexité a.

Question 9.— Recommentez les lignes de code de I'étape 3 (gardez 1’étape 2), puis dé-commentez les
lignes de 'étape 4. Exécutez votre script.

1. Observez-vous une droite ?

2. Si oui, quel est son coefficient directeur ?

3. En déduire la complexité algorithmique "effective" de ’addition de deux matrices.

Retour a la programmation

Revenons maintenant a la programmation de notre classe Matrix. Nous allons devoir implémenter et
analyser la complexité de :

1. la multiplication matricielle;
2. T’élimination gaussienne (et le calcul du noyau) d’une matrice;
3. le calcul d’une solution particuliére d"un systéme d’équations linéaires.



Question 10.— (Implémentation, test et complexité expérimentale de la multiplication matricielle.)
1. Dans le fichier matrix.py, complétez la méthode __mul__(self, other) qui effectue le produit
de deux matrices.
2. Testez votre méthode dans le fichier test.py
3. Déterminez expérimentalement la complexité de l'algorithme de multiplication matricielle, en
vous inspirant de ce qui a été fait pour I'addition.

Les opérations d’échange de lignes et de colonnes, de combinaisons linéaires de lignes et de colonnes, et de
multiplication d’une ligne et d"une colonne par un scalaire vous sont données dans le fichier matrix.py.
Lisez attentivement les lignes de codes correspondantes, afin de bien pouvoir utiliser ces fonctions.

De méme, des méthodes dites statiques de construction de matrices spéciales (matrice nulle, matrice
identité, matrice aléatoire) ont déja été écrites. Elles vous seront utiles pour faire des tests et implémenter
les méthodes d’élimination gaussienne, de calcul de noyau et solution particuliere d’un systéeme linéaire.

Remarque. Une méthode statique est une fonction définie dans une classe sans référence a 'instance
en construction (pas de parameétre self). En python, on déclare une méthode statique en précédant la
méthode du décorateur @staticmethod. Ensuite, pour appeler la méthode statique ma_fonction(argl,
arg2) d’une classe MaClasse, on utilise la syntaxe MaClasse.ma_fonction(argl, arg2). Observez que
self n’est pas un argument de la méthode statique.

Dans les questions suivantes, pour simplifier on considere des matrices carrées.

Question 11.- (Implémentation, test et complexité expérimentale de I'élimination gaussienne.)

1. Dans le fichier matrix.py, complétez la méthode gaussian_elimination(self) qui effectue
I’élimination gaussienne de la matrice représentée dans self. Votre fonction devra retourner
les matrices T (échelonnée) et U (inversible) telles que U x self = T. Elle pourra s’inspirer de
I’Algorithme 1.

2. Testez votre méthode dans le fichier test.py.

3. Déterminez expérimentalement la complexité de I'algorithme d’élimination gaussienne.

Algorithme 1: Algorithme d’élimination gaussienne. On utilise une notation "informatique" pour
les indices de lignes et de colonnes : entre 0 et n — 1.

Entrée : Une matrice A € F"*"
Sortie : Deux matrices U et T telles que UA = T et T est échelonnée.
T+ A U<+ I,
i+ 0,70
Tant que j < n faire
Rechercher un élément inversible ("pivot") dans la j-eme colonne de T, en partant de la ligne i.
Si un pivot a été trouvé (notons k son indice)
Echanger les lignes i et k dans les matrices T et U.
"Diviser" la ligne i de T et U par T;; (normalisation du pivot).
Pour tout k allant de i 4+ 1 a n — 1 faire

Noter o = Tj ;.

Sia #0

Remplacer la ligne Ti . de T par Ty, — aT; ..
L Remplacer la ligne Uy, de U par Uy, — al; ..
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13 1+ 1+1.
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15 Retourner T, U.




Passons maintenant au calcul du noyau d"une matrice (toujours carrée pour simplifier).

Question 12.— (Implémentation, test et complexité expérimentale du calcul de noyau.)

1. Dans le fichier matrix.py, complétez la méthode right_kernel(self) qui retourne une base
du noyau de self, sous la forme d’une listede matrices colonnes. Votre fonction pourra utiliser
la méthode transpose(self) qui retourne la transposée d’une matrice, et ainsi s’inspirer de
I’Algorithme 2.

2. Testez votre méthode dans le fichier test.py.

3. Déterminez expérimentalement la complexité de 1’algorithme de calcul de noyau.

Algorithme 2 : Algorithme de calcul de noyau par double élimination gaussienne (ce n’est pas
nécessairement le plus efficace).

Entrée : Une matrice A € [F"*"
Sortie : Une liste de vecteurs qui forment une base du noyau a droite de A.
1 T,U < elimination_gaussienne(A)

2 D,S < elimination_gaussienne(T"')
3 Calculer le rang r de D en cherchant le plus grand indice tel que D;; # 0.
4 Retourner la liste des n — r derniéres colonnes de S'.

Enfin, terminons ce TP par la résolution d’un systéme linéaire de la forme Ax = b, avec A une matrice
carrée.

Question 13.— (Implémentation, test et complexité expérimentale du calcul d"une solution particu-
liere x au systeme Ax = b.)

1. Dans le fichier matrix.py, complétez la méthode solve_right(self, b) qui retourne (s'il en
existe) une matrice colonne x telle que self X x = b. Votre fonction pourra s’inspirer de 1’Algo-
rithme 3.

2. Testez votre méthode dans le fichier test.py.

3. Déterminez expérimentalement la complexité de 1’algorithme de calcul de solution particuliere,
lorsque la matrice en entrée est déja echelonnée.

Algorithme 3 : Algorithme de calcul de solution particuliere.

Entrée : Une matrice A € [F"*", un vecteur b € [F"
Sortie : Un vecteur x tel que Ax = b (s'il existe).
T,U < elimination_gaussienne(A) (si besoin)
Calculery =U-b
Calculer r le rang de T (en cherchant le plus grand indice de colonne non-nulle).
Si y; n’est pas nul pour un certaini > r
L Retourner "pas de solution”

GO W N R

Initialiser la solution x € F" au vecteur nul.
Tant que r > 0 faire
8 Chercher I'indice s de la colonne du pivot de ligne r

9 o

9 | Mettre ajour x; = T, " - (yr — Yo Tr,jx]) mod p
10 r<r—1

11 Retourner x.




