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Consignes.

1. Vous devez rendre, par un email adressé a julien.lavauzelle@univ-paris8.fr et jusqu’au di-
manche 23 novembre 2025 dernier délai, une archive au format .zip contenant les documents
ci-dessous :

(@) un fichier édité sur ordinateur (pas de photos, 1'utilisation de I£TEX est fortement conseillée),

au format .pdf, contenant vos réponses aux questions de nature théorique;

(b) vos fichiers de programmation pour les questions d’implantation.

2. Ce que vous me rendez doit refléter un travail personnel. L'utilisation de ressources externes (hu-
maines, ou informatiques telles que ChatGPT) doit étre aussi limitée que possible. Le cas échéant,
il est exigé de mentionner 'utilisation de tels ressources. En particulier, vous devez comprendre et
savoir expliquer toutes les réponses et toutes les lignes de code que vous aurez écrites. En cas de

doute, je m’autorise a vous convoquer pour vérifier I’authenticité de votre travail.

CALCUL DE RACINES CARREES

Ce devoir a pour objectif d'implémenter et de mesurer l'efficacité d’algorithmes de calcul de racines
carrées, dans Z/pZ, pour p un nombre premier impair quelconque.

Rappelons l'algorithme de Cipolla vu en cours, et qui permet d’effectuer cette tache.

Algorithme 1 : Algorithme de Cipolla
Entrée : a € F, un carré
Sortie : x € F,, tel que x> =4 mod p
Tirer uniformément u € ¥, et calculer ¢ = u? —a.
Sic=0
| Retourner u.
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Si c est un carré modulo p

5 L Revenir a I'étape 1
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L Retourner x = (X 4 u)(P*1/2 mod (X? — ¢).
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Résiduosité quadratique

Cette premiere série de questions a pour objectif d’implémenter un test de résiduosité quadratique, et
d’en estimer sa complexité.

Question 1.— Ecrivez une fonction
is_square(p, a)

qui teste si un entier a est un carré modulo un nombre premier p. Faire quelques tests de vérification.

Question 2.— Donnez la complexité asymptotique théorique de l'algorithme que vous avez implé-
menté, calculée en nombre d’opérations binaires, et en fonction de p.

Question 3.- Vérifiez expérimentalement la complexité proposée a la question précédente. Pour
cela, vous choisirez une série de nombres premiers p, et pour chacun de ces nombres premiers,
vous calculerez le temps d’exécution moyen de is_square(p, a) sur de nombreuses valeurs a tirées
aléatoirement.

Exponentiation rapide

A la derniére étape de 1'algorithme de Cipolla, vous aurez besoin de calculer une exponentiation modu-
laire sur des polynomes de petit degré. Le but de cette série de question est d’implémenter cette opération
efficacement, et d’en estimer la complexité.

Question 4.— Donnez le résultat de
1. (a1 X +b1)(aX + by) mod (X? —c),
2. (aX+b)? mod (X?—¢),
sur IF,, puis en déduire I'implémentation de deux fonctions

square(p, a, b, ¢) et multiply(p, al, bl, a2, b2, c)

qui réalisent ces opérations. Ces fonctions retourneront simplement les deux coefficients des poly-
nomes de degré 1 attendus.

Question 5.— Grace a la méthode générale « square-and-multiply », implémentez une fonction d’expo-
nentation modulaire rapide

fast_pow(p, a, b, c, e)

qui permet de calculer efficacement les deux coefficients de (aX + b)° mod (X? — c).
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Question 6.— Dans cette question on pose e = %. Donnez une estimation théorique, puis proposez

une vérification expérimentale de la complexité de fast_pow(p, a, b, c, e), donnée en fonction
de p, et en nombre d’opérations binaires.




Extraction de racines carrées

Dans ces questions finales, vous implémentez 1’algorithme de Cipolla.

Question 7.— Implémentez 'algorithme de Cipolla. Puis, vérifiez que, pour des valeurs de p suf-
fisamment grandes, sa complexité binaire en moyenne est de 1'ordre de 2 fois celle de fast_pow.
Justifiez I'intérét de la notion de « moyenne », dans le cas de cet algorithme.

Question 8.— Calculer les racines carrées suivantes :
1. pour p = 2190 4 210 4 113, les racines carrées de a = 2% + 4 et a = 2100 1 7;
2. pour p = 21000 4 2100 4 2247, les racines carrées de a = 2100 + 3 et g = 21000 4 4;
3. pour p = 21213 1, les racines carrées de a = 211213 — 13 et ¢ = 211213 — 14,




